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ARSTRACT 
We give a new proof of a theorem of I. Schur, describing all commutative 
suM&ras of maximal dimension of the matrix ring (A/),, 
Im Jahre 1905 bewies I. Schur folgenden Satz [l]: 
SATZ. Sei 2 ein Kiirper und PI eine kommutative Unteralgebra der 
Mutrixalgehra (X),,. 
(a) Dann gilt dim, 91 < f(n), tl;ohei 
f(n)= 
falls n gemde, 
fcdls n ungerudc. 
(b) Die angegebene Schranke ist fiir alle n scharf. Fiir n 2 4 win1 sic 
genuu dann angenommen, wenn \)I bis auf Konjugiertheit innerholh van 
(X))! die Gestult 
hut, wobei ?H die Menge aller Matrizen iiber 3” vom Typ (n/2, n/2) fiir 
gerades n bzw. die Menge aller Matrizen VOVL Typ ((n - 1)/2, (n + 1)/2) 
oder ((n + 1)/2, (n - 1)/2) fiir ungerades n ist. 
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Bezeichnet y( 91) das Jacobson-Radikal von Yl , so gilt ulso 
dim, *)I/&( ,X) = 1 und x( ‘u )’ = 0. 
(Fiir n = 2 und n = 3 gibt es noch andere kommutative Algebren 9L mit 
dim, PI = f(n), welche fiir algebra&h abgeschlossenes X alle bei Schur 
angegeben sind.) 
Schur sagt iibrigens kein Wort fiber den zugrundeliegenden K&-per, aber 
seine Argumente setzen offenbar einen algebraisch abgeschlossenen Kijrper 
voraus. 
Wir geben fiir diesen Satz einen einfacheren Beweis und befreien ihn von 
der bei Schur gemachten Voraussetzung, dass X algebraisch abgeschlossen 
ist. Wir danken dem Referenten fiir den Hinweis auf die matrizentheore- 
tischen Beweise in [2] and [3]. 
Dazu lassen wir die Algebra \)I vermiige Rechtsmultiplikation auf dem 
Vektorraum Y = X” der Zeilenvektoren der Linge n fiber X operieren. 
Den Beweis des Satzes fiihren wir durch Induktion nach n = dim,,Y” in 
mehreren Schritten: 
(1) 1st Y = fl@ Y?~ mit Yj # 0 eine echte direkte Zerlegung von Y als 
\)I-Modul, so gilt dim, VI < f(n) und fiir n 2 4 sogar dim,, 9 < f(n): 1st 
dim,Yj = ni (j = 1,2), so folgt vermiige Induktion sofort 
dim,91 <f(n,)+f(n,). 
Eine einfache Rechnung zeigt f( n I ) + f( n,) < f( n ) fiir alle n > 2 und sogar 
f(n,)+ f( n,) < f(n) fiir n = n, + n2 2 4. (Fiir n = 2,3 gibt es direkt zerleg- 
bare kommutative Algebren der Dimension 2 bzw. 3, welche man bei Schm 
findet.) 
(2) Sei weiterhin also Y ein direkt unzerlegbarer 91-Modul. Dann enth& 
YI keine nichttrivialen Idempotenten, ist also ein lokaler Ring. 1st y( 91) das 
Radikal von 91, so ist daher ti /f( ,)I ) ein Kijrper. 
(3) Sei zunschst 91 /f( 3 ) = 2, also 
mit nilpotentem Radikal y( ‘u ). (D ieser Fall liegt sicherlich dann vor, weml 
X algebraisch abgeschlossen ist.) Wir w’&len schrittweise o 1, v2,. . aus V 
so, dass 
dim x u 1 i?l maximal, 
dim,( 0 1 ‘8 + oz 91) maximal, U.S.W. 
VERTAUSCHBARE MATRIZEN 
Dann gibt es ein s > 1 mit 
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u,i?l + ‘. . + u,s_121 c Y = u,‘zI + . . + us%. 
Insbesondere gilt fur 2 < j < s 
Wir setzen dim,vj’U = d,+l. Wegen der Wahl von vi ist dann d,<d,. 
Ferner ist 
s - l< dim,V/v,\ZI = n - (d, + l), 
also s < n - d 1. Wir zeigen 
Vj,y( ‘X) c via: 
Andernfalls ware vj = via mit a E f( 8 ), fiir geniigend grosses vn wegen der 
Nilpotenz von f( 2l) dann aber 
Vi = via”’ = 0, 
ein Widerspruch. Somit ist 
Vj% = xvjah+q ‘u) 
und daher dim,vjy( 5%) = di. Wir definieren eine Xlineare Abbildung T 
von ,,P( 2) in die “8uDere” direkte Summe $rY= ‘vj2( \X ) durch 
a7=(v1Q,...,v,a) fiir aE2(91). 
1st via = 0 fur j = I,.. ., s, so folgt fiir alle r E 91 such 
( VjT)U = ( vju)r = 0. 
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Dann ist VCI = 0, also a = 0. Somit ist r ein Monomorphismus. Daher gilt 
dim,y(%)< i dim,,ujx(‘cx)= i d,<d,s 
j=l j=l 
<d,(n-d,)<f(n)-1. (*) 
Dies liefert 
Damit ist die gewiinschte Abschatzung von dim, 91 insbesondere fur alge- 
braisch abgeschlossenes 3” bewiesen. L 
(4) Sei X ein beliebiger K&per und ~7 der algebraische Abschhiss von 
X. Dann ist LY @,,2 isomorph zu einer kommutativen Unteralgebra von 
(2),, , also folgt nach dem bisher Bewiesenen 
Damit ist die Aussage unter (a) bewiesen. Wir wenden uns dem Beweis von 
(b) zu. Sei weiterhin stets n > 4. Nach (1) kann der Grenzfall dim,, 91 = f( n ) 
dann nur fiir unzerlegbares V auftreten. 
(5) Sei zunachst ‘u /$( 8) = X. W’ ir untersuchen, warm in der Un- 
gleichung ( *) Gleichheit eintritt. Das erfordert 
(i) dim, j( ILL ) = X;= idim, vi/( ‘11) also ist T bijektiv; 
(ii) d,= ... =d,=d; 
(iii) s = n - d; 
(iv) d = n/2 falls n gerade und d = (n _t 1)/2 falls n ungerade. 
Wegen s = n - d folgt fur j > 2 
d + 1 = dim x~i91 < dim,( u,‘lx + ~~91) 
<dimx(v,91+q,91)=d+2. 
Also ist 
d+2=dim &,\u + uj9q 
= dim xor’u +dim,vj% -dim,(u,‘)I n 0~91) 
=2(d+l)-dim,(u,%nuj%). 
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Fiir j = 2,. , s erhalten wir daher 
.4ngenommen, es ware 
Da ‘91 ein lokaler Ring ist, existiert a, ’ E 91, und dann folgt 
vi = vpp‘J l E 0 “1 I’ (oder ui E Oj\)I). 
Wegen dim,, vi91 = cl + 1 = dim,, u YI erzwingt dies den Widerspruch vi91 1 
= v I dI . Also gilt 
v,PI n uiYl c v,~(%)nvjy(vr), 
und wegen ( * * ) folgt 
Wegen dim,, Y$( ‘21) = (1 gibt es eine Basis { v,, ci , 1,. . . , u,~ } von Vx( ‘$1). 
Wegenvj~vj~(Y~)=~~(~)u~~ddim,uj~l=dt1fiirj=P,...,n-d ist 
{“j>v),,-f/ll>‘.., o,, } eine Basis von uj91 und { or,. . . , v,, } eine Basis von Y. 
Wir setzen 
@/1=(u1>....u”.(,) und %‘z=7v~(Yl)=(v,,_~1+i ,..., v,,). 
Jedem a E 9( 91) wird dann ein Paar (a, p) mit (Y E Hom,,(??‘,, 4Y2) und 
j3 E Horn&%‘,, es) zugeordnet vermiige 
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Nun verwenden wir, dass die AbbiIdung T von #(‘u ) in @il-;“tljy( Vi > 
bijektiv ist. Zu beliebigen wj E v#( B ) = e2 (j = 1,. . . , n - d > gibt es also 
ein a E$(jZI) mit 
vja=vj”=W j (j=l,...,n-d). 
Also ist die Abbildung a --* CY ein Epimo~bismus (aIs ZVektorraum) von 
3( ‘B) auf Hom2(4?‘,, @& Wegen 
ist f2 + cw sogar ein Isomorphismus. Wir zeigen /3 = 0 fiir aIIe El E y( ?i ): 
Wegenn>3undd,<(n+l),Bist 
nil n. - 1 
dim,%,=ra-rt>n-----= ->l. 
2 2 
Daher gibt es eine Basis von ~orn~(~~~ e2) aus fax&x Elementen mit 
nichtt~vi~em Kern- Sei a E f( ‘% ) mit a -+ (ai, 8) und sei 0 i c E er mit 
va = DLY = 0. Zu beIiebig vorgegebenem u: E 42% gibt es ein a’ G dc7(Yi ) 
mit va’ = w, wie wir bewiesen haben. Fiir aIIe w E e2 foIgt daraus 
Dies zeigt p = 0 fiir aIfe a, deren 1y einen nichtt~viaIe1~ Kern hat. Da die 
Zuordnung n + p linear ist, giIt fl= 0 fiir alle n E f( \fx ). Damit ist (bf 
bewiesen fiir den FaII, dass \21/8;( %f = X gilt, insbesondere also fiir afge- 
braisch abgeschlossenes LT. 
(6) Sei nun X beIiebig und dim, % = f(n). Sci a/$(%) = 2’ und 
(9p:xC) = t. Wir nehmen 1 z 1 an und leiten daraus einen Widersprucb her. 
Wegen 
foIgt mit (5) >( ‘)I 8X 2)” = 0. Wegen 
ist 
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Dies zeigt y( \zr )’ = 0. Somit sind V/ Yf( 3) und Yj( 3) SVektorr’iume 
vermiige der Festsetzungen 
und 
Fiir a E d( iLI) wird durch 
eine Abbildung ycr von “Y/Yf( ‘ZI) in %$@( 5X ) definiert. Man rechnet leicht 
nach, dass y,, wegen der Kommutativit’St von 91 sogar Slinear ist. 
Dabei ist a + y,, ein offenbar Slinearer Monomorphismus von $( YI ) in 
Horn,,, Y/ 9’$( \u ), Yf( \u )). Sei 
dim,Y/Y#( X) = r und dim,Y/( 3) = s, 
also 
n = dim,Y = t( r + s). 
Wir setzen T + s = k. Dann ist 
t2k2 - 1 
1-r ------t~~(n)-t=dimx$(\)I) 
4 
Dies ergibt 
k2 
-$t-l)+$=t-l+:. 
Wegen unserer Annahme t > 1 folgt 
k2t 1 
--l+L 
5 
4 
< -> 
t-1 4 
also k2tf5. 
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Wegen t>listnotwendigl=k=r+s und n=t<5. WegenV~(%)cV 
folgt 0 = s = dim, Vf( S), also y( ‘u) = 0 und ,zI = 9. Das ergibt 
f(n)=dim, % = dim,9 = t = n mit n = 4 oder n = 5. 
Wegen 
f(4) = 5 > 4 und f(5) = 7 > 5 
ist dies jedoch ein Widerspruch. Also gilt doch t = 1. 
[Fiir n < 3 treten natiirlich weitere kommutative Algebren !?I mit dim, ‘8 
= f(n) = n auf, falls T Kiirpererweiterungen vom Grad 2 oder 3 zul&st.] 
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